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Le spectre et la torsion analytique des
fibre´s en droites sur les tores complexes
Spectrum and analytic torsion of line bundles over complex tori
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U.F.R. M.I.G. Bat.1R2. Universite´ Paul Sabatier
118 route de Narbonne 31062 Toulouse Ce´dex
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Re´sume´: on calcule le spectre de l’ope´rateur de Laplace-Dolbeault sur les formes a` coefficients
dans un fibre´ en droites L sur un tore complexe plat lorsque L est muni d’une me´trique a` courbure
paralle`le. On en de´duit alors la torsion analytique de Ray-Singer [RSi] de L, ge´ne´ralisant ainsi des
re´sultats de Bost [Bo] pour les fibre´s amples et de Ray et Singer [RSi] pour les fibre´s plats. On
donne de ces derniers une interpre´tation ge´ome´trique en termes de me´triques de Quillen.
Abstract: The spectrum of the Laplace-Dolbeault operator for any line bundle with parallel cur-
vature on a flat complex torus is computed. The Ray-Singer analytic torsion [RSi] is then deduced,
generalizing thus Bost’s result [Bo] for ample line bundles and Ray-Singer’s ones [RSi] for flat bun-
dles, of which we a geometric interpretation is given.
Mots-cle´s: The´orie de Hodge, proble`mes spectraux, varie´te´s abe´liennes.
Classification AMS: 58A14, 58G25, 14K99, 47A75
0) Introduction:
Soit V un espace vectoriel complexe de dimension complexe n muni d’une forme
hermitienne de´finie positive g et U un re´seau dans V , H une forme hermitienne sur V
telle que E = ImH prenne des valeurs entie`res sur U × U et α : U → U(1) ve´rifiant:
α(u1 + u2) = α(u1)α(u2) exp iπE(u1, u2) (1)
On conside`re le tore complexe T = V/U et le fibre´ L = L(H,α) sur T donne´ comme
quotient de C× V par l’action de U :
Φu(λ, z) =
(
λα(u) exp
[
πH(z, u) +
π
2
H(u, u)
]
, z + u
)
(2)
Le the´ore`me d’Appell-Humbert (cf. [Mm page 20]) garantit que tous les fibre´s en
droites sur T sont obtenus ainsi. On munit T de la me´trique paralle`le g et le fibre´ L
de la me´trique hermitienne naturelle:
(λ1, λ2)→ h(λ1, λ2) = λ1λ2 exp[−πH(z, z)] (3)
Dans les trois premiers paragraphes, on calcule successivement le spectre du
Laplacien de Dolbeault sur les formes de type (0, k) a` valeurs dans L et la torsion
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analytique de Ray-Singer T0(T, L) dans le cas ou` H a un noyau nul; on retrouve
ainsi le re´sultat de Bost [Bo proposition 4.2] pour les fibre´s amples. Ensuite dans
les paragraphes 4 et 5, le cas ou` H a un noyau non nul est traite´; on trouve pour
la torsion analytique des re´sultats analogues a` [RSi the´ore`mes 4.1 et 5.2] qui sont
ensuite interpre´te´s en termes de me´triques de Quillen au paragraphe 6.
1) Calcul du Laplacien:
La connexion de Chern, la courbure et le c1 associe´s a` la me´trique (3) sont donne´s
par:
∇L = d− πH(•, z)
(
∇L
)2
= 2πiE c1(L) = −E
On pose:
H(z1, z2) = g([g
−1H]z1, z2) = g(z1, [g
−1H]z2)
et on diagonalise g−1H dans une base (ei)1≤i≤n orthonorme´e pour g en supposant que
les valeurs propres (re´elles) (µi)1≤i≤n de g
−1H sont range´es dans l’ordre croissant.
On appelle enfin e
(1,0)
i et e
(0,1)
i les projections sur T
(1,0)T et T (0,1)T des vecteurs
ei ∈ TRT ∼= V .Dans la trivialisation (2), ∂L reste l’ope´rateur ∂ habituel et:
∂
∗
L = −2
∑
i
∇L
e
(1,0)
i
ι
e
(0,1)
i
= ∂
∗
habituel + 2πιg−1Hz(0,1)
ou` ιv de´signe le produit inte´rieur par v ∈ T
(0,1)T , z de´signe la section tautologique
de C∞(V, V ) et z(0,1) ∈ C∞(V, T (0,1)T ) sa projection sur T (0,1)T . Soit ∆Riem.habituel le
Laplacien Riemannien habituel sur V muni de la me´trique g, on de´duit du calcul
pre´ce´dent le Laplacien sur les formes de type (0, k):
⊔⊓ = ∂L∂
∗
L + ∂
∗
L∂L =
1
2
∆Riem.habituel + 2π∇
′′
g−1Hz(0,1) + 2πιg−1H = ∆+ 2πιg−1H (4)
ou` ∇′′ co¨ıncide avec l’ope´rateur ∂ habituel sur V et:
ιg−1H =
n∑
i=1
µi e
i ∧ ι
e
(0,1)
i
ou` (ei)1≤i≤n de´signe la base de T
∗(0,1)T duale de la base (e
(0,1)
i )1≤i≤n de T
(0,1)T .
(cf. [Mr formule (2.8)] pour un calcul analogue).
2) Calcul du spectre:
De (4), on de´duit que les valeurs propres de ⊔⊓ sont sommes des valeurs propres
de l’ope´rateur scalaire ∆ sur C∞(V,C)/Φ et de celles de 2πιg−1H sur ∧
•T ∗(0,1)T .
On suppose que les µi sont line´airement inde´pendantes sur Q (en particulier
aucune ne s’annule). La diagonalisation de ιg−1H est donne´e par:
ιg−1H(e
i1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eik) =
( k∑
j=1
µij
)
(ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eik) (5)
2
pour tous {i1, · · · , ik} ⊂ {1, 2, · · · , n}. On suppose que µp est la plus grande valeur
propre strictement ne´gative de g−1H. (La signature de H est donc n− p).
The´ore`me 1:
Spec∆ =
{
2π
n∑
i=1
ni|µi|
/
ni ∈ N et n 6= 0 si i ≤ p
}
les valeurs propres ayant toutes la multiplicite´ commune (−1)pχ(L) (ou` χ(L) de´signe
la caracte´ristique d’Euler de L).
Ceci ge´ne´ralise [H the´ore`me 1]
Remarque: On reconnaˆıt (a` la multiplicite´ pre`s) le spectre de l’oscillateur harmo-
nique sur Rn: (
−
1
2
∆Euclidien + 2π2
n∑
i=1
µ2ix
2
i
)
− πTr(g−1H)
Une telle analogie est explicite´e dans certains cas particuliers (cf. [H] et [Be]).
Corollaire: on en de´duit le spectre de ⊔⊓:
Spec ⊔⊓ =
{
2π
n∑
i=1
ni|µi|
/
ni ∈ N pour tout i
}
et la dimension de l’espace propre Ekλ associe´ a` λ = 2π
∑n
i=1 ni|µi| sur les formes de
degre´ (0, k) est donne´e par:
dimEkλ = |χ(L)|C
k−#{i≤p/ni=0}
#{i/ni 6=0}
(6)
(ou` le coefficient binomial Cpn est pris nul si p < 0 ou p > n)
Preuve du corollaire: D’apre`s la de´composition spectrale (5):
Ekλ = ⊕
i1≤···≤ik
[(
k
∧
j=1
eij
)
⊗ E0
λ−2π
∑
k
j=1
µij
]
(7)
Pour tous les λ′ = 2π
∑n
i=1mi|µi| ou` mi ≥ 1 pour tout i ≤ p, les E
0
λ′ sont tous de
meˆme dimension |χ(L)|. Cette dernie`re condition entraˆıne que si i ≤ p et ni = 0, e
i
doit obligatoirement intervenir dans (7), alors que si i ≥ p + 1 et ni = 0, e
i ne peut
pas intervenir dans (7). (6) en de´coule imme´diatement.
Preuve du The´ore`me 1: La caracte´ristique d’Euler:
χ(L) =
n∑
k=0
(−1)kdimEk0 =
∫
T
(−E)n
n!
=
( n∏
i=1
µi
)
Volg(T )
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ou` Volg(T ) de´signe le volume de T pour la me´trique g, ne s’annule pas d’apre`s
l’hypothe`se faite sur les µi. La formule (7) nous indique alors que toutes les formes
harmoniques sont de degre´ p et que la plus petite valeur propre correspondante de
l’ope´rateur ∆ est 2π
∑
i≤p |µi|.
On utilise ensuite le fait que pour tout λ > 0 le complexe:
0→ E0λ
∂
−→E1λ
∂
−→· · ·
∂
−→Enλ → 0
est acyclique, en particulier:
n∑
k=0
(−1)kdimEkλ = 0 (8)
Soit λ = 2π
∑n
i=1mi|µi| (avec mi ≥ 1 pour i ≤ p). On suppose qu’on a e´tabli le
the´ore`me sur l’intervalle [0, λ]. Soit λ′ le plus petit re´el strictement supe´rieur a` λ
s’e´crivant 2π
∑n
i=1 ni|µi| (avec ni ≥ 1 pour i ≤ p). Aucun re´el λ
′′ ∈]λ, λ′[ ne peut
eˆtre valeur propre de ∆ sinon lui correspondrait en vertu de (7) un espace propre:
Ep
λ′′+2π
∑
i≤p
µi
=
(
∧
i≤p
ei
)
⊗ E0λ′′
avec λ′′+2π
∑
i≤p µi > 0. Aucune valeur propre de ∆ strictement supe´rieure a` λ
′′ ne
peut produire cette meˆme valeur propre en aucun degre´ pour ⊔⊓. Il en est de meˆme
pour les valeurs propres infe´rieures ou e´gales a` λ d’apre`s l’hypothe`se de re´currence et
l’hypothe`se d’inde´pendance sur Q des µi. Cette valeur propre strictement positive
aurait donc un unique espace propre en degre´ p ce qui contredit (8).
Enfin soit µ = λ′ +
∑
i≤p µi > 0. L’hypothe`se de re´currence et (7) permettent
alors de calculer dimEkµ (6) pour tout k 6= p. Ensuite du fait que pour tout q ≥ 1:
q∑
k=0
(−1)kCkq = 0
on de´duit de (8) la dimension de Epµ. (7) et l’hypothe`se de re´currence imposent alors
la condition:
dimE0λ′ = |χ(L)|
Remarque: Le re´sultat est identique si on relache l’hypothe`se d’inde´pendance sur
Q des µi, en demandant tout de meˆme qu’aucune d’entre elles ne s’annule. Il peut y
avoir certaines combinaisons des µi qui co¨ıncident auquel cas les espaces propres cor-
respondants se superposent simplement. La compensation ne´cessaire a` la re´currence
intervenant toujours en degre´ p, ces compensations ne peuvent se neutraliser.
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Remarque 2: Le spectre est inde´pendant du choix de α ve´rifiant (1), c’est a` dire
qu’il ne change pas si on tensorise L par un fibre´ plat: en effet cette ope´ration revient
simplement a` translater le fibre´ L(H,α) si H est sans noyau sur V .
Remarque 3: Le spectre de ⊔⊓ sur les formes de type (p,q) est le meˆme que sur les
formes de type (0,q) si ce n’est que la multiplicite´ de toutes les valeurs propres est
simplement multiplie´e par dim(∧pT ∗(1,0)T ) = Cpn.
3) Calcul de la torsion analytique:
On suppose toujours KerH = {0}. Soit N l’ope´rateur qui multiplie par k les
formes de degre´ k et P⊥ le projecteur orthogonal sur le supple´mentaire orthogonal
de Ker⊔⊓. On rappelle que la torsion analytique de Ray et Singer [RSi] est donne´e
par:
T0(T, L) = exp
1
2
ζ ′⊔⊓(0)
apre`s prolongement me´romorphe convenable a` C tout entier de la fonction
ζ⊔⊓(s) = Tr
[
(−1)NN ⊔⊓−sP⊥
]
=
∑
λ∈ Spec⊔⊓\{0}
λ−s
( n∑
k=0
(−1)kk dimEkλ
)
Or on sait que si q ≥ 2
q∑
k=0
(−1)kk Ckq = 0 (9)
et donc en vertu de (6) et (7), seules interviennent dans le calcul de la torsion ana-
lytique les valeurs propres de ⊔⊓ de type 2πn|µi| avec n ≥ 1:
ζ⊔⊓(s) = (−1)
p|χ(L)| (2π)−sζ(s)
(∑
i≤p
|µi|
−s −
∑
i≥p+1
|µi|
−s
)
ou` ζ de´signe la fonction ζ de Riemann. On en de´duit:
ζ ′⊔⊓(0) = χ(L)
[
(2p− n)ζ ′(0)− ζ(0) Log
( ∏
i≤p 2π|µi|∏
i≥p+1 2π|µi|
)]
= −
1
2
χ(L) Log
( n∏
i=1
|µi|
sgnµi
)
et le
The´ore`me:
T0(T, L) =
( n∏
i=1
|µi|
sgnµi
)− 14χ(L)
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En particulier si L est ample (i.e. p = 0), on retrouve la formule de Bost [Bo prop.4.2]:
TBost(T, L) = −2 LogT0(T, L) =
1
2
χ(L) Log
(
χ(L)
Volg(T )
)
La premie`re e´galite´ est due a` des conventions diffe´rentes, χ(L) ici est e´gal a` ρ(L)
dans [Bo], et le facteur (2π)g dans [Bo] correspond a` la diffe´rence de convention pour
la forme de Ka¨hler: ωBost = (2π)
−1ωg.
Remarque: D’apre`s la remarque 3 on obtient pour tout p:
Tp(T, L) = T0(T, L)
Cpn =
( n∏
i=1
|µi|
sgnµi
)− 14χ(L)Cpn
4) Le cas ou` H a un noyau non nul:
On pose V ′ = KerH ⊂ V et V ′′ = V/V ′. H induit naturellement une forme
hermitienne sur V ′′ qu’on notera toujours H.
Lemme: U ′ = U ∩ V ′est un re´seau sur V ′. (cf.[W §VI lemmes 2 et 3])
Preuve: Soit U ′′ l’image par la projection naturelle π′′ : V → V ′′ du re´seau U .
Pour tous u1, u2 ∈ U :
E(π′′(u1), π
′′(u2)) = E(u1, u2)
donc E prend des valeurs entie`res sur U ′′. Comme E est une 2-forme antisyme´trique
sans noyau sur V ′′, U ′′ est discret et c’est donc un re´seau dans V ′′. On en de´duit
facilement le lemme.
Ce lemme nous enseigne que T est une fibration sur le tore T ′′ = V ′′/U ′′ de fibre
modele´e sur T ′ = V ′/U ′. On de´duit de (2) que la restriction de L = L(H,α) a` toutes
les fibres de T donne le meˆme fibre´ plat P sur T ′ associe´ au cocycle α|U ′ . Soit V̂
′
l’antidual de V ′ et Û ′ le re´seau dans V̂ ′ dual de U ′:
V̂ ′ = HomC−antiline´aires(V
′,C)
Û ′ = {ℓ ∈ V̂ ′ / Imℓ(u) ∈ Z pour tout u ∈ U ′}
tous les ℓ ∈ V̂ ′ tels que pour tout u ∈ U ′ on ait:
exp(2πi Imℓ(u)) = α(u) (10)
se projettent sur le meˆme point du tore T̂ ′ = V̂ ′/Û ′ dual de T ′ (T̂ ′ est la Jacobienne
de T ′, ce point de T̂ ′ est la classe d’isomorphisme du fibre´ plat P sur T ′). On fixe
un tel ℓ qu’on appelle ℓα et on prolonge α a` V
′ par:
α(z) = exp(2πiImℓα(z))
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The´ore`me: (spectre des fibre´s plats) La de´composition spectrale du Laplacien sur
P est alors donne´e par la de´composition en se´rie de Fourier:
Spec ⊔⊓P = {2π
2‖ℓ+ ℓα‖
2 / ℓ ∈ Û ′}
E•2π2‖ℓ+ℓα‖2 = (∧
•T ∗T ′)⊗Cγℓα
ou` γℓ(z) = exp(2πiImℓ(z))
(11)
En effet, dans une trivialisation de type (2) de P , la me´trique sur P est triviale
et ⊔⊓P est simplement le Laplacien de Dolbeault habituel.
Soit L′′ = L(H, β) un fibre´ en droites sur T ′′ associe´ a` H et a` un β quelconque
ve´rifiant une condition de type (1), et soit ⊔˜⊓ le Laplacien de Dolbeault sur le produit
T ′ × T ′′ pour le fibre´ π∗1P ⊗ π
∗
2L
′′muni de sa me´trique naturelle (3), π1 et π2 e´tant
les projections e´videntes, V ′ et V ′′ e´tant munis des me´triques g|V ′ et g|V ′⊥ ,
The´ore`me 4: Les spectres de ⊔⊓ et ⊔˜⊓ co¨ıncident.
Corollaire: La torsion analytique est donne´e par [RSi the´ore`me 3.3]:
T0(T, L) = T0(T
′, P )χ(L
′′)
et donc elle vaut 1 si dimT ≥ 2 [RSi the´ore`me 5.2] (a` cause d’une syme´trie e´vidente
cf. (9) et (11)), et sinon son logarithme est au coefficient multiplicatif χ(L′′) pre`s
donne´ par une fonction θ calcule´e par Ray et Singer [RSi the´ore`me 4.1] (cf. §6).
5) Preuve du the´ore`me 4:
Une fois V ′′ muni de g|V⊥ , la proprie´te´ a` de´montrer est e´vidente pour ιg−1H . Il
suffit donc de la ve´rifier en degre´ 0, donc pour les sections de L. Les me´triques de
type (3) sur les fibre´s en droites sont compatibles aux ope´rations d’image inverse et
de produit tensoriel; l’ope´rateur ∆ respecte les directions orthogonales, la difficulte´
provient de ce que le cocycle (2) ne les respecte pas. On utilise alors une technique
analogue a` celle de [St §3].
Soit ℓ ∈ Û et π′ la projection orthogonale de V sur V ′. On pose pour z ∈ V :
δℓ(z) = γℓ(π
′z)α(π′z)
Cette fonction est constante dans les directions de V ′⊥. Elle permet de de´finir un
fibre´ plat Pℓ sur T dont la restriction a` toutes les fibres de T co¨ıncide avec P via
l’action de U sur C× V :
ϕu(λ, z) = (λδℓ(u), z + u)
On conside`re la fonction sur U ′′:
βℓ([u]) = α(u).δℓ(u)
−1
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qui ve´rifie une condition de type (1).
(
βℓ([u]) ne de´pend pas du repre´sentant u ∈ U
choisi de [u] ∈ U ′′
)
. Le fibre´ L′′ℓ = L(H, βℓ) sur T
′′ ve´rifie alors:
π′′∗L′′ℓ ⊗ Pℓ
∼= L
A toute section propre s de L′′ℓ associe´e a` une valeur propre λ du Laplacien sur T
′′
on associe la section π′′∗s ⊗ δℓ de L sur V
′, qui est alors une section propre de ⊔⊓
associe´e a` λ+ 2π2‖ℓ+ ℓα‖
2.
Re´ciproquement, toute section de L se de´compose en somme L2 de tels objets:
en effet, soit σ une section de L, alors dans la trivialisation (2), σδ−10 est une fonction
pe´riodique par rapport a` U ′. On la de´compose en se´rie de Fourier dans les directions
de V ′:
σ =
∑
ℓ∈Û
sℓδℓ
sℓ est une fonction sur V
′⊥ dont la projection sur V ′′ de´finit une section de L′′ℓ , que
l’on peut alors de´composer selon les sections propres de L′′ℓ . Enfin, comme tous les
L′′ℓ sont isospectraux (cf. remarque 2), le the´ore`me est de´montre´.
Remarque: On est ici dans une situation ou` la formule du produit [RSi the´ore`me
3.3] s’applique. Un cas tre`s ge´ne´ral de comparaison de torsions analytiques pour les
fibrations est effectue´ dans [BeBi].
6) Une interpre´tation de la torsion analytique sur les fibre´s plats:
On suppose ici que H = 0 et donc que V = V ′ et U = U ′. Sur le produit des
tores mutuellement duaux T × T̂ , le fibre´ en droites de Poincare´ PT est le quotient
de C× V ⊕ V̂ par l’action de U × Û :
φu1,uˆ2(λ, z1, zˆ2) =
(
λexpπ
(
zˆ2(u1) + uˆ2(z1) + uˆ2(u1)
)
, z1 + u1, zˆ2 + uˆ2
)
(cf. [Mm page 86]). Il est uniquement caracte´rise´ a` isomorphisme pre`s par:
(i) PT |T×{ℓ} est plat et appartient a` la classe d’isomorphisme de´finie par ℓ.
(ii) PT |{0}×T̂ est trivial sur T̂ .
On conside`re la projection triviale πˆ : T × T̂ → T̂ . Les torsions analytiques de
tous les fibre´s plats PT |T×{ℓ} sur T interviennent dans l’expression de la me´trique de
Quillen sur le fibre´ λ = det−1(R•πˆ∗PT ) sur T̂ : λℓ ∼= ⊗i(detH
i(T, PT |T×{ℓ}))
(−1)i+1
est muni en tout point ℓ ∈ T̂ d’une norme dite ′′norme L2′′ provenant du produit
scalaire L2 sur C∞(T,∧•T ∗(0,1)T ⊗ PT |T×{ℓ}) restreint aux formes harmoniques. La
norme de Quillen sur λℓ est alors donne´e par:
‖ ‖Quillen = T
0(T, PT |T×{ℓ}).| |L2
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Pour tout ℓ 6= 0 ∈ T̂ , le fibre´ plat PT |T×{ℓ} est non trivial, donc sa cohomologie
est nulle en tous degre´s. Il s’ensuit que le faisceau R•πˆ∗PT a son support re´duit a`
{0} ⊂ T̂ . En particulier, λ est trivialise´ sur T̂\{0}, il y admet une section holomorphe
σ partout non nulle de norme L2 constante e´gale a` 1.
Si dimT ≥ 2, on de´duit du the´ore`me de Hartogs que λ est le fibre´ trivial sur
T̂ et σ une section triviale. Une application simple du the´ore`me de courbure de
Bismut, Gillet et Soule´ [BiGSo the´ore`me 0.1] montre que la courbure de la me´trique
de Quillen sur λ est nulle. Cette me´trique est donc triviale. La norme L2 l’est aussi,
donc la torsion analytique est constante (inde´pendante de ℓ ∈ T̂ ). [RSi the´ore`me 5.2]
nous enseigne que cette constante est 1.
Si dimT = 1, la meˆme application du the´ore`me de courbure [BiGSo] nous montre
que le c1 de la me´trique de Quillen sur λ est e´gal a` la forme volume paralle`le sur T̂ de
volume total 1. λ est donc le fibre´ en droites sur T̂ associe´ au diviseur effectif [0], et
σ prolonge´e par σ(0) = 0 est une section globale de λ: si T = C/Γ ou` Γ est le re´seau
engendre´ par 1 et τ avec Imτ > 0, alors T̂ = C/Γ̂ ou` Γ̂ = 1Imτ Γ; la trivialisation (2)
de λ et la section σ sont donne´es par:
H(zˆ1, zˆ2) = zˆ1zˆ2Imτ α
(m+ nτ
Imτ
)
= (−1)mn+m+n σ(zˆ) = γθτ (zˆ) e
pi
2 (Imτ)zˆ
2
ou` γ est une constante et:
zˆ =
−1
Imτ
(u− vτ) η(τ) = eπi
τ
12
∞∏
k=1
(
1− e2πikτ
)
θτ (zˆ) = −η(τ)e
πi( τ6−zˆImτ)
∏
k∈Z
(
1− e2πi(|k|τ+zˆ(Imτ)sgn
(
k+ 12
)
)
)
Le c1 e´tant paralle`le, la me´trique de Quillen sur λ est multiple de celle donne´e par la
formule (3). Comme |zˆ|L2 vaut 1, on a pour tout ℓ 6= 0:
‖σ(zˆ)‖Quillen = T0(T, PT |T×{zˆ}) =
∣∣∣γ θτ (zˆ) e−pi2 |zˆ|2Imτ ∣∣∣
on retrouve a` une constante pre`s la formule [RSi the´ore`me 4.1]:
T0(T, PT |T×{zˆ}),=
∣∣∣∣θτ (zˆ)η(τ) eπi(Imzˆ)2τ
∣∣∣∣
Celle-ci nous indique alors que:
|γ| =
1
|η(τ)|
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